
1 . ∞ - Categories



1 . . Simplicial Sets

A: = 対象: [ n]= { octa .
…
an } for nao

圈 { 射 : f : [n ] → [m] st . i ≤ : ⇒ fal ≤ f( ; )

Def. 1 . l . 1(Simplicialset?

SSet - =Fun(Ap ,Set ) =☆ とおま

Sets の 対象 を simplicial set .
SSet の 射 を simpicial set の 射 ε ーう 。

い 関手としての自然変

X : sset

o n 2 0 に 対し Xn : = X (En] )

^ α ; [m] 1 [n] に 対 し α* ; = X(α) : Xn → Xm

o n : 0 に 対 し n - simplices . = Xu の 元

Example . 11 . s ( Consfout sset)

o X . set によ 。

c (X) : "[n ]→ × は sset になる{ α o idy constant simplicial sefon X eaa

のこれ (よって( : Set eSSet が 追まり 思 実光満

Nofation 11 . 3 . Xisset

Nco と O ≤ iEn

⑪ x setf
yuuy近Xo: facs map[n - 1 ] [n] せ

[ nt 1 ] ー→動重ねる [ n] Xne Xn: deyeneracynop



品に対 しし

Dn: = Hoea ( - .

[uy) s standard n - simplex u. う 。

siet

Remarkll 6 . Xisset に 対 し 、 HomsetAop ( J" , × ) ≤ Xn (米田)

込 よ
nao . offau

Examplel . l . 7 8 ℃ EHome(Cnr] .[uy ) = んより。 ～ 。 心^「 →ω
”

n

∂
D
~: = Im (8

～

) ,
20
"
: Uakon as ≤ on

sset : kth face k= o : boundary

Example 1 . 1 . 8 イメージ 0

A: = ∂ ら心 ②i 筑器らset
: kth horon

1 inner horn : ocken のA
outer horn : d = Oin



1 . 2 . Cafeyories as simplicial sets
圏 → 単体的集合

Construction 1 . 2 . .

と : cat に 対 し

N ( e) := Fun ( - ,
e)

"

sset : nerve of e

Remark 1 . 2 . 2 . nerve の n 一 単体は 圏 での Co →… → Cnという 図式式

Exercise 1 . 2 .3 .

o e nNCe) が N ( -) : Cat* SSet: 思集良満を 定 める 。

。 N( -)には 左随伴τ : SSett Catがある 。

。 N =LanE Y である(要証)裁 o τ : LanyF とする ( Cat :余完備 より 存在 )

( と τtA π Cat
いわゆる 普遍随伴よuう → [n] as cat

Def
.

1 . 2 .4 .
「

X : sset

D → X( ; ) × の
“

対象 ⇒ X の 0 - 単体 ⇒

( ; ; ) × の
“

射 "

⇒ × の 5 単体 ⇒ D → X1(; ; ;) f :科 s0

e+皆 幽皆) 。 皆品飛感
対象

(iω ) x対象,id .⇒ S8 ) EX, C ⇒ O
℃

A
℃ X

射

Notation 1
.
2
.
5 .

でsou@

ge
+を略記
。 f

:
射 が淵背ならたと →はとかく、



δ 射の 合成 がまた 足りない、

Remark 1
.

2
.
6

.

より 。

0 ℃ d Hom ( Aδ , X) : Hom (o , x) to Hom (o
,
x )

≡ X , 。 X ,
間_!「

Ai] = { (f.g) : Xの射2 \ t (f] = s (g )}
×

= { .'4 ,

inx 1
Def

. 1 . 2 . 7 X : ssef
皿

( i ) composale pair of murphisns B A? → X
.

AP5 X

1 l : i ) σ : Ai→ X の 合成 ⇒ ㎡ への σ の 延長 。 つまり
‰
‰

より 一般に

(; ; ;) σ : A→X の 合成 ⇒ A "への σ の 延長。
ただし M 22

.
Ocken ( inner horn )

。 ∴

の品”‰ 。 の 合 ⇒
。
。 への拡張

Prop. 5 . 2 . 8 ( Grothendreck - Segal ) X : sset .
TFAE

(; ) × ≡ N (C ) なる 圏 とがある
。 '

Apnmeunto メ
(i ; ) Er 2 s .

tockan
.

Hom ( on . X ) →Hom(Ak , X ) はか名
つまり 。

N の 像は innerhormの 一意拡張条件で 特 微づけられる 。



1. 3 and Kan complexesroupoids
Remark l . 3 . 1

NlGrpd の 像は outer horn も 含 めた 一意拡張条件 で 特微づけられる。

:

→
f '

ater hoom ⇒
.
/1.'

,

etract
ペ

id ns f : 可逆
outer horn

?

* .
a.tion .

0ー 0

id

Def. 1 . 3 . 2 X . ssef

lef ya 1
,
oE k En

[

X が Kan complex ⇒Hom( o^, × ) → Hom( Ak, X ) が suni -

する E N (e ) が Kan Ee . Gopd. outerもAimew
も 想

×

I …意とは限らない
℃

Theoreen . 1 . 3
.
3 ( Milvor )

h ( cω複体 の 国 ) →
Sing
. (Kancomplex の )は 同値

( ここで Sing ( ×)n = Homtey ( D
^

top , × )
h は weak homotopyequivalence での局所化

SSet

飛⑩⑩/ Theak KanamplesIanesi - cntegory )inner horn 一 意拡張



1 . 4 ∞ - Categories as weak Kancomplexes.

Def
.

1 . 4. 1 (Boardman - Vogt ) X : SSet

defnaz, ockeon

X が ncak -Kancomplex⇒Hom( o ^, × )→Hom (
A

,
×) が sur ;

quasi -category 皿
in

品 δ メ

Construction 1 . 4 . 2 Chomotopy category ) ! ∞、意とは限 るない
aX : wkam

, fig : xay inX
㎡

σ : ^→ × : X の 2 . 車体 が

ds
(

a)= idy xtidyy
{ d 2 (σ ) = g なら、 これをfegn homotpyといい 、 5 : frg とかく

、1
～

㎡ (σ) = f

y

0 3C→ Y なる 射 に 同 値関係像 が 定 まる

∵ 推移律 : や*

_in*" Lnλ*
。 h (x ) : = 対 !*た¤ 車体) 体

) の hom。切 y屁 {
Io fieary ,

g : ry → 2 .
r. ia がfeg の 合成 なら 、

x →
gof .

2

(
x

\
w感)(” 。成m_id_
Z 2

。 g ～ h なら go f ～ goh なども 同様
、

h : Cat → SSet が 返まり 。
h 4 N (-) .



Def. 1 . 4. 3 . X : wkan

f : e → ry が iso e⇒
def
f は 可 逆

⇒ ag : y ux
. fogridy ,

g ofr ida

Remarb . - f . e anは0× とみなせる 。

o f が iso G h (x) で iso

Def X : wkan

X は ∞ - groupoid (⇒ X の 全ての 射 は iso
.

Theoren 1 . 4. 4 (Joyal ) . X - wkan.

X は ∞ - gronpoid ⇒ X は Kan

Remark 1 . 4. 5
.

( : ) X . Y : wkan
.

Hom (4, ( ) = HomsetAp( A '
x

X ,
Y
)は Fun( x . 、 s ) とみれる

( ; ; ) X : wkan ,x . y : X n 対 象 toeMapsx (xcy) は Hom (x . , y ) とみれる

Mapsx (x , ^y
)ー→ () , × )

そう 書く、

」1 出 。) ×
* 災" ]

Def
.

1 . 4. 6 .

wead Kan complex のことを ,
∞

-cafeyoryとい



1 . 5
.
The ∞ - category of ∞ - groupoids .

ふつうの nerve
:

N(e) : = a Ci ε e ( oaieu) C : fis c, fik ce
ん [faj : CitC ;Lo ≤ ic ; ≤ n ) s

.
t

.
山
fik

Constraction 1 .5 .
1

.

e : 2 - cat ( Cot - euriched cat ? )

NoCe )
。

: = 0 caEe losiau) C.f "Ci
fi "
Ce

psset 0 fis : Ci→ C; Cozici ≤ n ) と W@ Miic
Dausbin C,

-→ Ce
herve 1 S .t

↑:℃ = 公密乳 1という 。

Theorem
,

. 1 . 5
. 2 (Duskin ) e : 2at . TFAE

( i ) とはほ.( ) 一 つまり 金 ての 2 一射 が 可 逆

(: ; ) N" (e) がwkan.

Ecample 1 . 5 . 4

。 Grpd : groupoid のは 自然に 2 一国 となる 。



https://kerodon.net/tag/00KM

Construction 1 . 5 .

5
.

kann ニ o Ki : Kan complex losisu ) ,

ssef '
r foj : Ki → ks CosicjEu ) , s coberent homotop) の 組 }

e -q . o Kanz : {x 1 σ : A
'

x X → 2

'st . odi (a) = gof
,

d' s
' (σ ) : h

σε ( 4, 2) ,
に注意

のに 23 では
"

homotopies betveen homotopies
"

が 要 。

Kanz =

p

^

ite.1っ 1ーー* … -逆 ^…… ……… "

Q
.
α は 誰 ? (以下 Remark 1 . 5 .6 . の解読 )

準備:の SSet-envichedcategoryを simplicial calegoryrcar .

それらがなすを Catoで表す
J : Poset

。 Path (J ) : の 対象は J の 対象
o hom - set は , i . 」 ε J 12 対し Kendon2 .4. 3

Cato Hom (a, ; ) : = N ( P: ; )1 i; ε I かっssetwhera Pij = { I ≤ J I tkEI . cakag }
posef + 逆包含順序

。 合成 は poset ≤ J の 合併で 誘導
っ



。 Path [3] の 展開 。 対象 は 0 . 1 . 2. 3
. こつうなら Hon(: . ;) = .

(E3]かなくても )

Po ,
= { {oi}} ,

Pr - {{1,2} }
,Pz = {{2. 3}}

Poz :

{ {o, 1 , 2} → {oi }} , Ps = {{ in , 3} + { 1 , 3}}
Po3 = { {01 , 2 ,3 } さ{℃さ { 0. 3 } } の 各 Neveが Hom( i .; ) となる 。

Path[s]

C rvoKancomplexのなすをとった構
( ( 4. Y ) を hom - set とすることで SSet - eaviched にしている )

Kans = Homcato( Path[3] , Kau)
OEi ≤ 3

ニ 0 対象しべルでこ → ki : Kan complexのぞータ皆進
t o i ≤ ; ε [3] に 対 し

Hom
Path5] ( i . ; ) → Hom (Kan kic k; ) : ssef の間 の射

-

= N (P: ; ) = ( Ks. k; )

0 -単体. Fun ([03 . P: ; ) → Homa ( o' × k: . ,k ; ∵℃ Hom ([n][∞)
≈ Pij → ミ Hosa (Ki , k; ) 三 」

～

Po ,
. Pas

Ψ 山

{o , 1}
,
{ 1 . 2 } .{ 2 .31 Goc3 , dinb .

hos}
in kok .tr ti*]

fos f13
円 凵

Poz , pis .‰ fos
のデータの背迫



、
go . 1

,
2} , $ 1 . 2 . 3} ofirofos, fazofia

{oi} e {. z} { 1 i 2} と {p . 3} 食自動的 に 定まる
。

の合併 の合併l "

‰

「 「

{or ( c 2 , 3} . {o , 1 , 3} , .{o , 2 .3 } tofasofrofor ,fizofo , ,fazofo

N ( Pe ; ) 、 lka, k; ) ,

に 車体、 Fun( [.] . P: ; ) → Home (Dxki . k; )
≡ { (ェ→ J 」 / I . JEP: ; } → ≡ ?

0 (ェ → ェ) の 行 き 先 は

N ( P:; ) 、
2 ( 1 → I ) によってここも 決まる

。

Iso Q “ より 自動的 に 定まる
。

N ( P: ; ) 。 タ I → さっき 定めた

以下 1 キコなるさ → J .

Por
“

σ.
: D

'
x Ko → K.f. 心

W"tt

つまり
{1 , 2 , 3} → {1 , 3 } σ2 : O

'
x K

.
→ Kz

…

Pis
Ko → k .

→ ka → ks
7

のデータの指定
。ー

↑ di についての 式性条《 件から

dii( o.) , dii (aa ) の条件 は 出 る



0 Poz は 5 つあるが
、

{ 0 . 1 , 2 , 3 }→ { 0, 1 . 3 } tskofok , → Ka → ks
い i

doc }s { oi } ε
σ

, * fose

{ 1203} → { い} の 合成
fs

.

自動的 (?

定まる
σ

。 { 0 , 1 , 2 , 3 } → { 0 , 2 . 3} s Ko mok .→ ka3 ks
い 山 の2心

{ 0 .
1
,
2 } → {o . 2} と fas * J2 E

かく
、

{ 2 . 3} → {2, . 3 } の合成成
っ

ー∴ K,

～ば
K. Ka→ Ks
ー江山～

r {olizis } → { 03 } in Ko k .

toks
のデータの指定ー

2 - 単体 Fan ( [], Pi; ) → HomQ( ox k :, k ; )
= {(I → 5 → K) は、

IKEP: ; }
I ニ } や Jk の 場合 は 上 と 同 じく

退化 によって 下 のデータによって定 まる 。



。 Poz において 2 つある
。

。 {0 .1 , 2 , 3 } →{ 01 . 3 } →{ 0 . 3 } o
x
: 'xko → Kz

怜 I I
℃ 王 S

.

t
. Ids I I 岭di { o 16 .3 } →{ 0 . 3 }o t,

di

{ 0 ,
1
,
2 . 3 } → {0 . 3} 心 β

{ o . 1 , 2 . 3 } →{ 0
,
1 . 3 心 σ, * fol

3
fiso for Kok .→K .ik

ひ
fusrfierfosrxfor fo' , つまり"

α
、 211

のデータの指定 。

Ko k.Ka

ks凵
。 {o .1 , 2 , 3 } →{ o

,
2 , 3 } →{ 0 . 3 }→ αと : 'xKo → Ks

岭 I I
性 I S

.

t
. Ids I Ids { o .

2
.} → {0 . 3 } → τ

2

di
岭

{ 0 ,
1
,
2 . 3 } s {0 . 3} 心 β

{ O 1 .
2
.
3 } → {0 , 2 .3 } 心 faz * O2

っ
fo 2 o frs Ko → k. w→ K. → Ks

∞ →

fasxMoz ぴてる
瓦 心forfurfor fos

"ま

po
→
k. - → K. → Ks

α L (12

βー
のデーθ の 指定ー


